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1 Introdution à l'équation de Boltzmann1.1 Modèle inétique, fontion de distributionL'équation de Boltzmann dérit l'évolution inétique d'un gaz onstitué d'un seul typede partiules en moyenne altitude, 'est-à-dire dans une zone où le libre parours moyen despartiules est du même ordre que la taille typique des objets onsidérés (un avion par exemple).On part de la modélisation mathématique d'un gaz formé d'un très grand nombre n departiules identiques en interation. On supposera que le gaz est ontenu dans un domaine(borné ou non) X ⊂ R
N , le as N = 3 orrespondant au adre physique le plus naturel. Onpourra par exemple onsidérer, en négligeant les e�ets de bord, que le gaz oupe tout l'espae.Si l'on suppose que la position xi ∈ R

N et la vitesse vi ∈ R
N su�sent à dérire la partiule

pi pour i = 1, . . . , n, l'état du gaz peut alors à haque instant t ≥ 0 être dérit de façonmirosopique par un point (

(x1(t), v1(t)), . . . , (xn(t), vn(t))
) de représentation dans l'espae desphases (

R
N ×R

N
)n. On peut érire les lois de Newton sous la forme d'un (très grand) systèmede 2n équations du premier ordre faisant intervenir les positions xi(t) et les vitesses vi(t) detoutes les partiules, ainsi que les fores d'interation et extérieures agissant sur es partiules.Un exemple typique est le modèle des sphères dures dans lequel les partiules rebondissent lesunes sur les autres omme des boules de billard ; le �ot assoié aux équations de Newton estalors bien dé�ni pour presque toute ondition initiale en t = 0 et détermine ainsi l'évolution despartiules au ours du temps.Cependant ette desription mirosopique présente beauoup d'inonvénients : on ne onnaitpas les données initiales à l'instant t = 0, les aluls sont di�iles ar ils font intervenir un trèsgrand nombre de paramètres, la onnaissane des positions xi(t) et des vitesses vi(t) ne donnepas les grandeurs marosopiques physiques intéressantes que sont les densité ρ(t, x), vitesse

u(t, x) et température T (t, x) moyennes du gaz à l'instant t ≥ 0 et au point x ∈ R
N .C'est pourquoi on herhe à passer de ette desription mirosopique exate au niveaudes partiules dans un espae des phases très grand à une desription marosopique : enonsidérant que le gaz se rapprohe d'un ontinuum puisqu'il est formé d'un très grand nombre

n de partiules, l'état du gaz peut être dérit dans un modèle inétique par une densité deprobabilité f(t, x, v) représentant au temps t ≥ 0 la densité de présene de l'ensemble despartiules dans l'espae des phases R
N × R

N . A haque instant t ≥ 0, f(t, ., .) est une mesurede probabilité dans R
N × R

N , x ∈ R
N représente la position, v ∈ R

N représente la vitesse et
f(t, x, v) dx dv représente la quantité de partiules dans l'élément de volume dx dv entré en
(x, v) dans R

N ×R
N . Il y a deux manières d'interpréter ette fontion de distribution : on peutvoir la mesure f(x, v) dx dv omme une approximation de la mesure empirique 1

n

∑n
i=1 δ(xi,vi),mesure de probabilité sur R

N
x × R

N
v ,

(

(x1(t), v1(t)), · · · , (xn(t), vn(t))
) étant la on�gurationmirosopique du gaz ; on peut aussi onsidérer une densité de probabilité symétrique fn surl'espae (RN × R

N )n de toutes les on�gurations marosopiques (modélisant un manque deonnaissane sur la position exate des partiules), et f omme une approximation de la premièremarginale de fn.L'intérêt de e modèle est qu'il permet d'exprimer les quantités marosopiques mesurables,les "observables", omme des moyennes de quantités mirosopiques. En partiulier, au temps
t ≥ 0 et au point x ∈ R

N , on peut dé�nir la densité loale ρ, la vitesse marosopique loale u2



et la température loale T du gaz par les formules
ρ(t, x) =

∫

RN

f(t, x, v) dv,

ρu(t, x) =

∫

RN

f(t, x, v) v dv,

ρT (t, x) =
1

N

∫

RN

f(t, x, v)|v − u(t, x)|2 dv.1.2 Opérateur de transport et opérateur de ollision de BoltzmannEn l'absene de fores extérieures et d'interations entre les partiules, d'après le prinipede Newton haque partiule se déplae à vitesse onstante le long d'une droite, et la densité departiules est don onstante le long des aratéristiques dx/dt = v, dv/dt = 0. On peut donaluler f au temps t grâe à f au temps 0 : f(t, x, v) = f(0, x − vt, v), autrement dit f estsolution faible de l'équation de libre transport
∂f

∂t
+ v · ∇xf = 0.Si l'on rajoute une fore extérieure marosopique F (x), on obtient l'équation de Vlasov linéaire

∂f

∂t
+ v · ∇xf + F (x) · ∇vf = 0.On souhaite maintenant prendre en ompte les interations entre les partiules ; pour ela,on fait les hypothèses suivantes :1. les partiules interagissent via des ollisions binaires : une ollision est le résultat del'interation mirosopique de deux partiules qui passent très près l'une de l'autre, e qui en-traîne une forte déviation de leurs trajetoires en un temps très ourt. Cette hypothèse impliqueimpliitement que le gaz est su�samment dilué pour pouvoir négliger l'e�et des ollisions fai-sant intervenir plus de deux partiules. En dimension N = 3, ela orrespond à la limite deBoltzmann-Grad : on onsidère un gaz de n sphères dures de rayon r, et l'on fait tendre n versl'in�ni, r vers 0 de telle sorte que nr2 → 1.2. les ollisions sont loalisées en temps et en espae : elles se déroulent sur des éhelles detemps et d'espae très inférieures aux éhelles typiques de desription.3. les ollisions sont élastiques : la quantité de mouvement et l'énergie inétique sont pré-servées par une ollision. Par onséquent, si v′ et v′∗ désignent les vitesses de deux partiulesentrant en ollision et si v et v∗ désignent leurs vitesses juste après la ollision, on a

{

v′ + v′∗ = v + v∗

|v′|2 + |v′∗|
2 = |v|2 + |v∗|

2
.On peut représenter les solutions de e système sous la forme

{

v′ = v+v∗
2 + |v−v∗|

2 σ

v′∗ = v+v∗
2 − |v−v∗|

2 σ
,3



où le paramètre σ dérit la sphère unité SN−1 (même si l'on onsidère que les partiules sontpontuelles, heuristiquement σ modélise l'in�uene de l'angle sous lequel une partiule vient entouher une autre, omme si elles-i étaient des sphères de rayon très petit).L'angle θ ∈ [0, π] de déviation dé�ni par
cos θ = (k, σ)où k est le veteur unitaire
k =

v − v∗
|v − v∗|est l'angle entre les vitesses pré et post-ollisionnelles.4. les ollisions sont miroréversibles : d'un point de vue probabiliste, la probabilité que lesvitesses (v′, v′∗) soient hangées en (v, v∗) dans une ollision est égale à la probabilité que lesvitesses (v, v∗) soient hangées en (v′, v′∗).5. les ollisions satisfont l'hypothèse de haos moléulaire : les vitesses de deux partiulesqui vont entrer en ollision ne sont pas orrélées. Cette hypothèse introduit une dissymétrieentre le passé et le futur, ar si les vitesses pré-ollisionnelles n'étaient pas orrélées, alors lesvitesses post-ollisionnelles le seront ertainement.Sous es hypothèses, Boltzmann montra en 1872 qu'il fallait ajouter dans le seond membrede l'équation de transport libre un opérateur de ollision quadratique modélisant l'e�et desollisions sur la densité f et agissant uniquement sur la dépendane en v :

∂f

∂t
+ v · ∇xf = Q(f, f),ave

Q(f, f) =

∫

RN

dv∗

∫

SN−1

B(v − v∗, σ) [f ′f ′
∗ − ff∗] dσoù f∗, f ′, f ′

∗ désignent respetivement f(t, x, v∗), f(t, x, v′), f(t, x, v′∗) et où B est une fontionpositive appelée noyau de ollision ; e noyau de ollision tient ompte du fait que les ollisionspeuvent avoir des importanes di�érentes selon la on�guration relative des partiules qui serenontrent. Pour des raisons de symétrie, e noyau de ollision dépend seulement du module
|v − v∗| de la vitesse relative et du osinus de l'angle θ de déviation dé�ni préédemment, et Qpeut aussi s'érire sous la forme

Q(f, f) =

∫

RN

dv∗

∫

SN−1

b(|v − v∗|, cos θ) [f ′f ′
∗ − ff∗] dσ.

Q peut se voir omme la di�érene de deux termes, de gain et de perte,
Q(f, f) = Q+(f, f) − Q−(f, f).Le terme de perte ompte toutes les ollisions dans lesquelles une ertaine partiule de vitesse

v va en renontrer une autre de vitesse v∗; après une telle ollision, la partiule hangera engénéral de vitesse, et il y aura don moins de partiules ave la vitesse v. D'un autre �té, àhaque fois que des partiules ave des vitesses v′ et v′∗ se renontrent, la partiule ave la vitesse
v′ peut aquérir la vitesse v après la ollision, e qui donnera plus de partiules de vitesse v.4



On peut voir l'in�uene des hypothèses sur la forme de l'opérateur de ollision : 1. la naturequadratique de l'opérateur déoule du fait que l'on ne onsidère que des ollisions binaires ;2. la loalisation en temps et en espae des ollisions entraine que les variables t, x ne sontque des paramètres ; 3. l'hypothèse d'élastiité des ollisions donne la forme de v′ et v′∗; 4. lamiroréversibilité implique la symétrie du noyau de ollision (dépendane en vitesse relative etangle de déviation) ; 5. l'hypothèse de haos moléulaire a pour onséquene la présene desproduits tensoriels f ′f ′
∗ et ff∗.Le noyau de ollision peut être expliité dans ertains as. Ainsi dans le modèle étudié parBoltzmann, les partiules sont assimilées à des boules de billard (as des sphères dures) et lenoyau de ollision est de la forme

b(|v − v∗|, cos θ) = c0|v − v∗|où c0 est une onstante, alors que si la fore d'interation entre deux partiules dérive d'unpotentiel de la forme générale φ(r) = r1−s où s ≥ 2, le noyau de ollision peut être expliitésous la forme
b(|v − v∗|, cos θ) = |v − v∗|

γ b̃(cos θ)ave γ =
s − (2N − 1)

s − 1
· Le as de l'interation oulombienne orrespond à s = 2 et N = 3, etle noyau de ollision est alors donné par la formule de Rutherford

b(|v − v∗|, cos θ) = |v − v∗|
−3 sin−4 θ

2
·Le prinipal obstale pour pouvoir onsidérer le noyau de ollision B omme une mesure deprobabilité sur l'ensemble des hoix de σ ∈ SN−1 et une fontion de la vitesse relative v−v∗ estque B n'est pas toujours intégrable (f. le as oulombien). Cette singularité non-intégrable de lapartie angulaire du noyau est dûe à la surabondane des ollisions rasantes, 'est-à-dire au oursdesquelles les partiules sont à peine déviées. C'est le as lorsque l'on modélise une interationà longue portée : lorsque les partiules interagissent à travers un potentiel d'interation, leparamètre d'impat p (distane minimale si les deux partiules n'interagissaient pas) apparaîtdans le noyau de ollision et on obtient

∫ π

0
B(|v − v∗| , cos θ) sin θ dθ =

|v − v∗|p
2max

2
,qui est don in�ni pour des fores à portée in�nie, quelle que soit la déroissane de elles-ià l'in�ni. Il peut sembler étonnant de onsidérer des fores à portée in�nie alors que l'on faitl'hypothèse de loalisation en espae des interations. Il n'est toutefois pas a priori ontraditoirede supposer que la portée de la fore est in�nie à une éhelle mirosopique tout en étantnégligeable à une éhelle marosopique.On suppose don souvent le noyau de ollision loalement intégrable ; on parle en générald'hypothèse de "ut-o� angulaire" de Grad :

∫

SN−1

b̃(k · σ)dσ = |SN−2|

∫ π

0
b̃(cos θ) sinN−2 θdθ < ∞.Les résultats dans le domaine se séparent fréquemment en deux atégories, ave ou sans hypo-thèse de "ut-o� angulaire", les résultats ave "ut-o�" étant de loin les plus nombreux.5



1.3 Invariants de ollision et Théorème HOn souhaite étudier l'expression suivante :
∫

RN

Q(f, f)φ(v)dv =

∫

RN

∫

RN

∫

SN−1

B(v − v∗, σ) [f ′f ′
∗ − ff∗]φ(v) dσdv∗dv,où f et φ sont telles que les intégrales existent. On peut obtenir (au moins formellement) diversesrelations, grâe à des hangements de variables simples :

• éhanger les variables étoilées et non-étoilées nous donne
∫

RN

Q(f, f)φ(v)dv =

∫

RN

∫

RN

∫

SN−1

b(|v − v∗|, σ · k) [f ′f ′
∗ − ff∗]φ(v∗) dσdv∗dv.

• par le hangement de variable de jaobien unitaire (v, v∗, σ) → (v′, v′∗, k) on obtient :
∫

RN

Q(f, f)φ(v)dv =

∫

RN

∫

RN

∫

SN−1

b(|v − v∗|, σ · k) [ff∗ − f ′f ′
∗]φ(v′) dσdv∗dv.

• si on éhange les variables étoilées et non-étoilées dans ette dernière expression, on trouve :
∫

RN

Q(f, f)φ(v)dv =

∫

RN

∫

RN

∫

SN−1

b(|v − v∗|, σ · k) [ff∗ − f ′f ′
∗]φ(v′∗) dσdv∗dv.On peut maintenant onsidérer une ombinaison linéaire de es quatre expressions pourobtenir :

∫

RN

Q(f, f)φ(v)dv =
1

4

∫

RN

∫

RN

∫

SN−1

B(v − v∗, σ) [f ′f ′
∗ − ff∗](φ + φ∗ − φ′ − φ′

∗) dσdv∗dv.

∫

RN Q(f, f)φ(v)dv est don nul indépendamment de f pour tout φ solution de l'équationfontionnelle
φ + φ∗ = φ′ + φ′

∗.On peut montrer sous des onditions très faibles que les solutions de ette équation sont lesombinaisons linéaires des invariants de ollision :
φ(v) = 1, vi,

|v|2

2
, 1 ≤ i ≤ N.On obtient ainsi les lois de onservations (formelles) de l'équation de Boltzmann : si f estsolution de l'équation de Boltzmann,

d

dt

∫

f(t, x, v)





1
vi
|v|2

2



 dx dv = 0, 1 ≤ i ≤ N,'est-à-dire que la masse, la quantité de mouvement et l'énergie totales du gaz sont onservées.Ces lois de onservations sont vraies si X = R
N , mais peuvent toutefois tomber en défaut dansun domaine borné, selon les onditions que l'on met au bord. On remarque par ailleurs qu'ellessont vraies dans le as spatialement homogène.6



Si l'on intègre uniquement par rapport à la variable de vitesse ontre les invariants deollision, on obtient des lois de onservations loales :






∂ρ
∂t + ∇x · (ρu) = 0,
∂
∂t(ρu) + ∇x ·

(∫

RN fv ⊗ v dv
)

= 0,
∂
∂t(ρ|u|

2 + NρT ) + ∇x ·
(∫

RN f |v|2v dv
)

= 0.Si l'on onsidère maintenant φ = log(f) et en supposant que les manipulations sont enorevalides, on obtient :
∫

RN

Q(f, f) log(f)dv = −D(f),où D est la fontionnelle de prodution d'entropie,
D(f) =

1

4

∫

R2N×SN−1

B(v − v∗, σ) [f ′f ′
∗ − ff∗] log

f ′f ′
∗

ff∗
dσdv∗dv ≥ 0,ar la fontion (x, y) 7→ (x − y)(log x − log y) est positive, et si B > 0 presque partout alors

D(f) = 0 si et seulement si
f ′f ′

∗ = ff∗est vrai presque partout. φ = log f est don un invariant de ollision, et f = exp(a+b ·v+c|v|2).
f étant supposé intégrable, c < 0, et on peut réérire f sous la forme

f = A exp(−α|v − u|2), A, α > 0.Ce type de fontion est appelé Maxwellienne. On en déduit que les seules solutions satisfaisant
Q(f, f) = 0 sont les Maxwelliennes.On introduit les fontionnelles H(f) =

∫

RN f log f dv et I(f) =
∫

RN f log f v dv. Si f estsolution de l'équation de Boltzmann, on obtient alors l'équation
∂H

∂t
+ ∇x · I = −D.Dans le as spatialement homogène, on en déduit le théorème H de Boltzmann :

∂H

∂t
= −D ≤ 0,

H est une quantité stritement déroissante, sauf si f est une Maxwellienne, auquel as la dérivéeen temps de H est nulle. Le théorème H orrespond à la seonde loi de la thermodynamique (loide Clausius) selon laquelle l'entropie physique −H(f) d'un système isolé est roissante au oursdu temps. Il traduit en partiulier une propriété d'irréversibilité dans le modèle de Boltzmann.La densité, la vitesse marosopique et la température étant onservées dans le as spatiale-ment homogène, on peut onstruire une Maxwellienne M ayant même ρ, u, T que toute solution
f assoiée à une ondition initiale donnée :

M(v) = Mf (v) =
ρe−

|v−u|2

2T

(2πT )N/2
.7



Par ailleurs, on remarque que pour tous x, y ≥ 0, x log x − x log y + y − x est positif. De plus,
log M étant un invariant de ollision, ∫

RN g log M dv ne dépend que des trois premiers momentsde g, et ainsi
∫

RN

f log M dv =

∫

RN

M log M dv,ou enore
H(f) −H(M) =

∫

RN

f log
f

M
dv = H(f |M),l'entropie relative de Kullbak. Don

∫

RN

f log f dv −

∫

RN

f log M dv +

∫

RN

(M − f) dv = H(f) −H(M) ≥ 0.

H est don stritement déroissant si f 6= M et est borné inférieurement par H(M). Il esttentant de penser que H(f) va onverger vers H(M). Ce n'est hélas pas si évident et on yreviendra lorsque l'on parlera de la onjeture de Cerignani. Toutefois, si l'on suppose que l'ona onvergene de H(f) vers H(M) quand t tend vers l'in�ni, on peut en déduire que f tendvers M dans L1. En e�et, introduisons la fontion
g(z) =

{

z si 0 ≤ z ≤ 1

1 si 1 ≤ z
.Une étude simple de la fontion h : x 7→ x log x + x − 1 − cg(|x − 1|)|x − 1| montre que si c esthoisi su�samment petit, h est positive sur R

+. En prenant x = f/M, on obtient
f log f − f log M + M − f ≥ cg

(

|f − M |

M

)

|f − M |.On intègre ette inégalité pour obtenir
H(f |M) ≥ c(

∫

Gt

|f − M | dv +

∫

Pt

|f − M |2M−1 dv),où Gt et Pt désignent les ensembles (dépendant du temps) sur lesquels |f − M | est plus grand(respetivement plus petit) que M. Puisque H(f |M) est supposé tendre vers 0, les deux inté-grales du membre de droite tendent aussi vers 0 quant t → ∞. Par Cauhy-Shwartz, on endéduit que
∫

Pt

|f − M | dv ≤

(∫

Pt

|f − M |2M−1 dv

)1/2 (∫

Pt

M dv

)1/2

→ 0.En�n,
∫

|f − M | dv =

∫

Gt

|f − M | dv +

∫

Pt

|f − M | dvtend aussi vers 0 et f tend vers M dans L1.Dans le as non-homogène, il faut intégrer aussi par rapport à la variable d'espae :
H(f) =

∫

X×RN
v

f log f.8



On obtient pour f solution de l'équation de Boltzmann
dH

dt
≤

∫

∂X
I · ndσ,où n est la normale intérieure et dσ la mesure sur ∂X. La situation dépend alors du domaine Xet des onditions aux bords. Par exemple, dans le as X = R

N des onditions de déroissaneà l'in�ni sont néessaires pour onlure à la déroissane de H..Il reste don à s'intéresser à la onvergene en entropie. On a vu que la dérivée temporellede l'entropie était liée à la fontionnelle D. Il serait don très utile pour démontrer une telleonvergene d'obtenir des inégalités de type entropie-prodution d'entropie :
D(f) ≥ Θ(H(f |f∞)),où H 7→ Θ(H) est une fontion ontinue stritement positive quand H > 0. On aurait alors ene�et en notant H(t) = H(f(t, ·)|f∞) une inégalité di�érentielle
−

d

dt
H(t) ≥ Θ(H(t)),dont on déduit que H(t) → 0 quand t → ∞, ave des taux de onvergene expliites si lafontion Θ est su�samment onnue. Il est hélas le plus souvent très di�ile ou impossibled'obtenir des inégalités aussi fortes, et l'on s'autorise plut�t une dépendane de Θ en fontionde ertaines quantités relatives à f, omme sa norme dans des espaes de Lebesgue (ave poids),sa strite positivité, sa régularité, et... autant d'estimations a priori qui devront être démontréesindépendamment. C'est dans ette perspetive que Cerignani énonça au début des années 80une onjeture selon laquelle une équation de type entropie-prodution d'entropie linéaire étaitvéri�ée :Conjeture. (Cerignani) Soit B ≥ 1 un noyau de ollision et D la fontionnelle de pro-dution d'entropie assoiée. Soit f(v) une densité de probabilité sur R

N de température unité,et M la Maxwellienne assoié. Alors, il existe λ(f) > 0 dépendant de f uniquement à traversertaines estimations de moments, de régularité de Sobolev, de borne inférieure, telle que
D(f) ≥ 2λ(f)H(f |M).Cette onjeture fut en fait ontredite par Bobylev et Cerignani : ils onstruisirent unefamille de fontions pour lesquelles et inégalité est fausse pour un λ uniforme alors que esfontions possèdent des normes Lp ou Hk (quels que soient p, k) uniformément bornées, desmoments d'ordre k (quel que soit k) uniformément bornés, et sont bornées inférieurement parune Maxwellienne �xé. Ces ontre-exemples sont obtenus en ajoutant à la fontion d'équilibreun saut très petit à des vitesses très élévées.S'approhant de bornes linéaires, Tosani et Villani prouvèrent en 1999 les premières bornespolynomiales : si le noyau de ollision véri�e

B(v − v∗, σ) ≥ KB(1 + |v − v∗|)
−β (KB > 0, β > 0),alors pour tout ǫ > 0 on a

D(f) ≥ Kǫ(f)H(f |Mf )1+ǫ.9



Puis Villani montra ([Vi2℄) que la onjeture de Cerignani était vraie pour un noyau deollision super-quadratique au sens où
B(v − v∗, σ) ≥ KB(1 + |v − v∗|

2),et étendit les préédents résultats au as où le noyau s'annule pour v = v∗, permettant ainsi detraiter les as physiquement intéressants.2 Interprétation probabiliste de l'équation de BoltzmannOn herhe à généraliser la notion de solution de l'équation de Boltzmann en en donnantune formulation faible. Intégrons l'équation ontre une fontion test φ :

∫

φ(x, v)(∂tf + v · ∇xf) dx dv =

∫

φ(x, v)

∫

SN−1

dσ

∫

RN

dv∗B(v − v∗, σ) [f ′f ′
∗ − ff∗] dx dv.On transpose les opérateurs pour les faire agir sur φ et à l'aide d'une intégration par parties etdu hangement de variables (v, v∗) → (v′, v′∗), on obtient

∂t〈Pt, φ〉 − 〈Pt, v · ∇xφ(x, v)〉 = 〈Pt(dx, dv),

∫

(φ(x, v′) − φ(x, v))B(v − v∗, σ)f(t, x, v∗) dv∗dσ〉,où Pt(dx, dv) = f(t, x, v)dx dv.On peut voir ette équation omme l'équation d'évolution du �ot de marginales d'un pro-essus stohastique non-linéaire (Xt, Vt) dans lequel une partiule évolue selon le �ot libre etdont la vitesse saute de v à v∗ au point x et au temps t selon B(v − v∗, σ)f(t, x, v∗) dv∗dσ. Onpeut don onsidérer des onditions initiales plus générales que des densités, P0 peut être unemesure de probabilité quelonque, un dira par exemple.Soit P̃(D([0, T ], R2N )) l'espae des mesures de probabilités sur D([0, T ], R2N ) ayant unedensité par rapport à la mesure de Lebesgue pour tout t ∈]0, T ]. On admet que pour tout Pdans P̃(D([0, T ], R2N )) il existe une fontion mesurable p(t, x, v) sur ]0, T ]×R
2N telle que pourtout t ∈]0, T ], p(t, ·) est une densité de Pt. On appelle une telle fontion une version mesurabledes densités de P. On notera par ailleurs v′ − v = h(v, v∗, σ). On rappelle que le proessusanonique (Xt) sur un espae Ω = D([0, T ], E) onsidéré omme espae des aléas est dé�ni par

∀ω ∈ Ω, Xt(ω) = ωt. Si Ω est alors muni d'une probabilité P, la loi de (Xt) est P.Dé�nition. Une mesure de probabilité P ∈ P̃(D([0, T ], R2N )) est solution du problème de mar-tingale non-linéaire (M) si pour toute fontion φ ∈ C1
b (R2N ), si (X, V ) est le proessus ano-nique sur D([0, T ], RN × R

N ),

φ(Xt, Vt) − φ(X0, V0) −

∫ t

0
Vs · ∇xφ(Xs, Vs) ds

−

∫ t

0

∫

SN−1

∫

RN

[φ(Xs, Vs + h(Vs, v∗, σ)) − φ(Xs, Vs)]B(Vs − v∗, σ)p(s, Xs, v∗) dv∗dσdsest une P -martingale, où p(t, ·) est une version mesurable des densités du �ot de marginales
(Pt)t≥0 et P0(dx, dv) ∈ P(R2N ) est donnée. 10



Cette dé�nition ne dépend lairement pas du hoix de la version mesurable de densités de
P. On remarque par ailleurs qu'en prenant l'espérane dans l'expression préédente on retombesur la version faible de l'équation de Boltzmann pour le �ot des marginales. En�n, les résultatsd'existene et d'uniité sont aussi di�iles à obtenir que dans la version analytique, en parti-ulier à ause de la loalisation de l'interation ; la densité p(t, x, v∗)dv∗ est di�ile à ontr�leren fontion de la marginale Pt(dx, dv), notamment en e qui onerne la ontinuité et la bor-nitude. On onsidère don souvent une équation plus simple dans laquelle l'interation n'estplus loalisée, l'équation de Povzner (molli�ed problem), ou enore des modèles spatialementhomogènes (modèle de Ka, ...) (f. [GrMe℄,[Mel℄).Référenes[CIP℄ C. Cerignani, R. Illner, M. PulvirentiThe Mathematial Theory of Dilute Gases, Springer (1994).[GrMe℄ C. Graham, S. MéléardProbabilisti tools and Monte-Carlo approximations for some Boltzmann equations, En-semble de notes pour des onférenes au CEMRACS (1999).[Ka℄ M. KaFoundations of kineti theory, Proeedings of the Third Berkeley Symposium on Ma-thematial Statistis and Probability, 1954-1955, vol. III, University of California Press(1956), 171-197.[Mel℄ S. MéléardProbabilisti interpretation and approximations of some Boltzmann equations, Guana-juato, 1998, So. Mat. Mexiana, Mexio (1998).[Vi1℄ C. VillaniA survey of mathematial topis in ollisional kineti theory, in Handbook of mathema-tial �uid dynamis, Elsevier Siene (2002).[Vi2℄ C. VillaniCerignani's onjeture is sometimes true and always almost true, Commun. Math. Phys.234 (2003), 455-490.
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