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Introduction

Nous nous intéressons dans ce mémoire aux résultats présentés par C. D. Sogge dans [Sol].
Il s’agit d’observer le comportement des normes d’opérateurs de projection spectrale liés & un
opérateur elliptique du second ordre P sur une variété riemannienne compacte. Ce probléme
avait déja été étudié par Sogge dans le cas de la sphére, et des résultats optimaux avaient été
obtenus. Les résultats présentés ici en sont une extension.

La preuve repose sur des inégalités de type Sobolev pour P + k? avec k grand, et les outils
principaux pour les démontrer sont la paramétrix d’Hadamard et des théorémes d’intégrales
oscillantes. Nous commencerons par exposer les résultats auxquels nous voulons aboutir et le
schéma de la preuve, nous introduirons ensuite des notions classiques de géométrie riemannienne
(intégration sur une variété riemannienne, application exponentielle, géodésiques, coordonnées
normales, etc...) , puis nous développerons l'outil de la paramétrix d’Hadamard, que nous uti-
liserons enfin & 'aide d’un lemme d’intégrales oscillantes.



Chapitre 1

Résultats et schéma de la preuve

1.1 Données du probléme

Soit M une variété riemannienne compacte, connexe, sans bord, de dimension > 2, et P un
opérateur elliptique du second ordre sur M a coefficients C*°, que 1’on suppose autoadjoint, et
on note \;j,j = 0,1,... les valeurs propres de P ordonnées de sorte que la suite (A;)jen soit
monotone. Nous verrons au 2.2 qu'alors I’espace L%(M) se décompose en la somme directe des
espaces propres H; de P. On note xx,k = 1,2,... les projections orthogonales associées aux

sous-espaces de L? Yjen, Hj» avec A = {j/+/|Xj| € [k — 1,k[}. On a donc, si f = 3 ¢;, ot

(:bj € %ja
Xef =Y ¢;.
JEAL
Dans la suite, on notera C une constante n’étant pas nécessairement la méme & chaque occur-
rence. On notera p, = 2(n + 1)/(n + 3) Uexposant critique, et ¢ = p}, =2(n+1)/(n — 1).

1.2 Reésultats principaux

Théoréme 1.2.1. Awec les notations introduites ci-dessus,
(i) Si f € LP(M),1 < p < pn,

i Fl ot (ary < CE™ P71 £ oy, (1.1)
(i) Si f € LP(M),pn <p <2,
||ka||Lp,(M) < Ck(n—1)(1/p—1/2)HfHLp(M), (1.2)

ot la constante C' ne dépend ici que de M et P. De plus, les inégalités (1.1) sont optimales.
n(l/p—1/p') —1si1<p<py

(n—1)(1/p—1/2) si pn <p < 2

Théoréme 1.2.2. Awvec les notations introduites ci-dessus,

(i) Si f € LP(M),1 < p < pn,

lxkflz2an) < CETP™2) £ Lo any, (1.3)

Par la suite, on notera o(p,n) = {



(i) Si f € LPF(M),pn <p <2,

xS llz2any < CR7P™2| ]| Lo an- (1.4)
La aussi la constante C ne dépend que de M et P, et les inégalités (1.3) sont optimales.

1.3 Equivalence des deux théorémes

Remarquons tout d’abord que, pour f € L?(M) et k € N*, on a yxf € C* par régularité
elliptique. En particulier, pour f € C*, xf est dans tous les LP. Soit p € [1,2],k € N* et

o =o(p,n).

Supposons le théoréme 1.2.2 vrai. On définit x; sur C°°, puis on étend par continuité a tout
LP. x : LP — L?, donc par dualité Xk L? - ¥ avec la méme inégalité sur les normes. Les
Xk €tant des projecteurs orthogonaux, on a

Vg€ C%, <xk(f), 9 >r2=<f,xk(9) >1p 1>

et on conclut par continuité que la norme de y; : L? — LY vérifie la méme majoration que celle
de xi : LP — L2
Dot :
Ikl < ORI f|[o < (CRTEW2)2) £,
ce qui montre que le théoréme 1.2.2 implique le théoréme 1.2.1.
Réciproquement, supposons le théoréme 1.2.1 vrai. y; étant un projecteur orthogonal, on a
Xk f113 =< xkfs x6F >12=< f,x6(f) > 1o 1>
d’ou
Ixkf113 < |Ixefllo |1 F1lp,
ce qui implique le théoréme 1.2.2.

1.4 Schéma de la preuve

Commencgons par montrer que le théoréme 1.2.2 est une conséquence de la proposition
suivante :

Proposition 1.4.1. Si f € L*(M),

1k || p2s1y/-n ary < CEPDEOED £ 201y, (1.5)

Ik Fll oo ar) < CRTD2](£1] 2 - (1.6)
On remarque tout d’abord que 2(n+1)/(n—1) = pl, et (n—1)/2(n+1) = o(pn,n)/2, donc
(1.5) s'crit |[xkf | op o) < Cko®nm/2(| || 12(pr), et par dualité
Ik llze < CREE=™72|| ]| Lon.

De plus, les xj étant associés & une base hilbertienne de L2(M), on a ||xxflle < |If]]L2-
Pour p € [1,2], notons N, la norme de xj : LP — L.
Soit p € [pn, 2]. On utilise le théoréme d’interpolation de Riesz-Thorin :



Théoréme 1.4.2. Soit T' un opérateur linéaire que l'on suppose continu LPi — L% de nmorme
ki, 1 =0, 1. Alors pour tout 6 € [0, 1], si ’on pose p%, = 11)__09+p% et qlg = 1(];09 + [%, T est continu
LPe — L% et sa norme kg vérifie kg < ké_akf.

Soit 6 tel que % + p% = zlz’ alors

1-0 n70 050t
N, < N3 NP < k',

n—1

eyl o(p,n)/2, ce qui implique les inégalités

Or 0 = %, et on vérifie qu’on a bien 0
(1.4).

On vérifierait de méme que le théoréme 1.4.2 appliqué entre L' — L2 et LP» — L? donne
les inégalités (1.3).

Montrons enfin que les inégalités (1.5) et (1.6) sont conséquences des inégalités différentielles
suivantes :

Lemme 1.4.3. On pose 0 = o(pp,n)/2, o' = o(co,n)/2. AC, Yu € C*(M), Vk € N*,

llull oy, < CROTHI(P % (k +9)*)ull g2 + Ck? ful| 2 (1.7)

[Ixkullzee < Ck7HI(P £ (k +4)*)ullz2 + Ck [[ul| 2 (1.8)

On peut tout d’abord supposer que le symbole principal de P est défini positif, quitte a
remplacer P par —P, car dimM > 2 donc T*M privé de la section nulle est connexe et le
symbole principal de P ne s’annule pas sur cet ensemble. P est alors semi-borné inférieurement,
ce que l'on voit en appliquant le lemme suivant avec C =0, N =0et m=1:

Lemme 1.4.4. Soit S un opérateur pseudo-différentiel classique sur une variété compacte M.
On suppose S elliptique d’ordre 2m, de symbole principal s réel positif. Alors,

3C > 0,VN,3Cn, Yu € C®°(M), Re(< Su,u >) > C||ul|3m — On||ul|%-n.

Démonstration : Montrons que, pour tout n, il existe @,, d’ordre m et R,, d’ordre m—n—1
tels que S = Q5 Qn + Ry,. Soit ¢ € C§° réelle valant 1 sur un voisinage de 0. Pour n = 0, on
prend Qg de symbole (1 —)4/s. On suppose avoir trouvé @ d’ordre m tel que S — Q*Q = R
est d’ordre ¢ < 2m — 1 : si A est un opérateur d’ordre £k < m, S — (Q + A)*(Q + A) =
S—Q*Q — QA — AQ* — A*A = R — (Q*A + A*Q + A*A). On remarque que le symbole
principal de Q vérifie |o(Q)|? = s donc ne s’annule pas en dehors de 0. On prend A de symbole
(1—v)o(R)/(20(Q)). S— (Q + A)*(Q + A) est alors un opérateur d’ordre inférieur a ¢ — 1, et
on conclut par récurrence.

Soit N € N.

Vn,Yu € C®(M), < Su,u >= ||Qnu|[2:+ < Ryu,u > . (1.9)
On choisit n tel que Ry, soit d’ordre —2N. R,, est continu de H~" dans H", donc

| < Rou,u > | < Onllull?-v-



D’autre part, on montre par récurrence comme précédemment que pour un opérateur @) ellip-
tique d’ordre s et pour tout k > 0, il existe un opérateur pseudo-différentiel Ej d’ordre —s tel
que FxQ = Id+ T_g, avec T_j, pseudo-différentiel d’ordre —k. On en déduit que, si u € H™,

lullfm < CllEman Quulfm + CIIT (g nyul Fm,

donc
|lul[3rm < Cl|QuullZ> + Cwllullf v

D’ou
1Qnull7> > CllullFm — Onllullf—v,

et on conclut grace a (1.9) que
Re(< Su,u >) > O|lulgm — Cn|lul 7 -

O

Notons aussi que les inégalités obtenues ne nous intéressent que pour des k grands. En

effet, soit M € N, soit £ < M. xi est a valeurs dans un espace de dimension finie, donc sur

lequel toutes les normes sont équivalentes. Do ||xkflloo < Clixtfll2 < C||f]l2- On conclut

par interpolation que de telles inégalités sont vraies pour tout ¢ € [2,00]. On obtient alors les
inégalités du théoréme 1.2.2 pour k borné par dualité.

Soit u =3, A;®; € C*°(M). On a alors (P — (k +14)?)xpu = Yjen, (A —(k +1)%)®;, d’ou

(P = (k+i)*)xkull7s = Y 1A — (k+0)|][72
JEAL

Or, pour k suffisamment grand, j € Ay = A, € [(k — 1)2,k?), car P est semi-borné inférieure-
ment ; donc [Aj — (k+1)%? = (k +1—X;)? + (2k)? < (k? — (k — 1)? + 1)? + 4k? < 8k?. Ainsi,

pour k suffisamment grand,

(P = (k +9)*)xnull2ear) < 4Kl xwul L2 (ar)s

ce qui nous permet avec le lemme 1.4.3 d’obtenir les inégalités (1.5).

1.5 Optimalité des résultats

Rappelons que, sur une variété compacte M, on a encore, par partition de 1'unité, les in-
jections de Sobolev : si s < n/2, on pose 1/p = 1/2 — s/n. Alors l'injection H® — LP est
continue. Soit S un opérateur pseudo-différentiel classique autoadjoint d’ordre 2 sur M, et
soit f € S*¥(R). On admet qu’alors f(S) est un opérateur pseudo-différentiel d’ordre 2k, et
ook (f(S)) = f(02(S)), et que, si I'on suppose S positif et 1 + S inversible, alors (1 + §)~"
H5(M) — H5t?" (M) est continu. (14 S)/? est un isomorphisme (continu) de H*® sur L?, donc
les normes || - ||s et ||(1 + §)*/2 - |2 sont équivalentes. Les injections de Sobolev sont ainsi
équivalentes aux inégalités

lullze < CII(1 + 8)*?ul| 2.



Or, la fonction 27™5(1 4 \)%/2 D om <pom+l 1[k,k+1[(\/X) est bornée uniformément en m,
donc le calcul fonctionnel nous dit que opérateur 27™(1+8)%/2 3o o com+1 Xk €st borné sur
L? uniformément en m, ot 'on définit les x; comme au 1.1.

Dans la suite, on notera x[qp 1'opérateur f(S) ou f(A) = 1[a,b[(\/X). On a en particulier
X[2m 2m+1[ = szgk<2m+1 Xk-

Il existe donc C dépendant uniquement de S et de M tel que :

vrm, |xgom ameif |y < C2™ 1 llz2 = €2 ]| (1.10)

n(3-3)

Montrons que le facteur 2™ est optimal :

Proposition 1.5.1. On suppose qu’il existe o et C tel que,
Vm, || x[em am+1l|r2 e < C279.

Alors

Démonstration :

On admet le lemme suivant, qui est une version spectrale de la théorie de Littlewood-Paley :
Lemme 1.5.2. Soit ¥ € C(R\{0}) tel que 1 — 3"%°_0 %(27™V/\) soit a support compact. Si
p > 2, il existe C tel que :

1/2
+o0o \/g 2
m=0 Lp

X € C§°(R\{0}), donc on peut supposer que supp(x) C [27%,2%], avec @ € N*. On déduit

de ’hypothése de la proposition en faisant une somme finie d’inégalités que
Vm, || Xjgm—a gm+a||L2pp < C27

Or Xpgm-a gmta(X(VS/2™) = X(V§/2™), dou |[X(VS/2™)ullL» < C27*||%(VS/2™)ul| 2. On
en déduit que
X 9m u

La fonction g = 2M%(1 4+ X)~%/2%(v/A/2™) étant bornée uniformément en m, il existe C tel que :
Vm, 127 %(V'5/2™)ul| g2 < CII(1 + 8)**xgm—a gmrapull 2,

9\ 1/2

—+o0
lulls <C | Y 2™ + C||ul|zz.

m=0

L2

comme on le voit en appliquant I'opérateur g(S) a la fonction (1 4 S)*/ 2X[2m—a’2m+a[’u/ et en
remarquant que les X[, €t S commutent. On en déduit :

0o o 1/2
C (532 X mma gmrar(1 + §)/2u||2,) % + CJul| 2
CV2al|(1 + 8)*/2ul| 2 + C|Jul| 2
C/[ul| o

|lull e

VAN VANRVAN

On conclut grace au lemme suivant :



Lemme 1.5.3. Si pour tout u € C*(M),

l[ullze(ary < Cllull e an,

S 1 1
azn|-——-].
2 27 p

Démonstration : Soient g € M, et ¢ € C§°. On pose

u(z) = 9 (z _ex°> .

On va travailler localement, on peut ainsi tout calculer en coordonnées. On va donc supposer
qu’on est dans R™. En passant en Fourier, on obtient :

alors

R en . n 2\ &
0B = [ iR+ gty a = 5 [ onres (1+12) an
’g@ € S, donc, par convergence dominée quand € — 0, on obtient :
By ~ €2 [ ) i,

Ainsi, ||uf||gra ~ Ce3 . Or, ||uf||z» ~ Cer, donc on doit avoir
n n
er < Cez % €—0.

Cela implique l'inégalité désirée,

n
2

N3

O
On a ainsi démontré 'optimalité du coefficient intervenant dans (1.10). O
Montrons que ces résultats impliquent 'optimalité des inégalités (1.1) et (1.3) : on déduit

de (1.10) par dualité que, pour tout p € [1,2], il existe C tel que

D=

Vim, || xgm gmi(f]] 12 < C2™"5 72| f|1s,

et de la proposition 1.5.1 que ce résultat est optimal.
En utilisant (1.3), on a, pour 1 < p < py,

2
[Xemamiitf]l; S Comaragomsr 1X6F15 < C Xomapcomer K| F[7
< C22mn(1/p—1/2)||f||12)_
On voit ainsi qu’une amélioration dans ’exposant de (1.3) entrainerait une amélioration dans
Pexposant de (1.10), ce qui est impossible. (1.3) est donc optimale, et (1.1) aussi par équivalence
de ces deux résultats.



1.6 Résultat dual

On pose g, = 2(1?:1),

et o’(g,n) = :
(n—1)(1/2-1/q) si 2 < g < gn
En utilisant la dualité comme on I’a fait au 1.3, on obtient les inégalités suivantes, analogues
de celles du théoréeme 1.2.2 :

{n[l/q’ —1/gl—1sign<g< o0

Théoréme 1.6.1. Awec les notations introduites au théoréme 1.2.1,

(i) Si f € L*(M), g, < q < o0,

xS llaqary < CET @2 £l L2 (1.12)

(it) Si f € L>(M),2 < q < gn,

Xk fllLaary < Ckal(q’n)/QHfHL?(M)a (1.13)

La aussi la constante C ne dépend que de M et P, et les inégalités (1.12) sont optimales.

Ce dernier théoréme permet d’analyser le comportement asymptotique de la norme L? de
fonctions propres de P & norme L? fixée.

Remarquons enfin que, dans le cas de la sphére et de I'opérateur de Laplace-Beltrami, les
résultats d’optimalité obtenus pour les x; permettent d’obtenir des estimations optimales sur
les fonctions propres. Les valeurs propres de 'opérateur de Laplace-Beltrami sur la sphére S™
sont les —j(j +n —1), j =0,1,.... On note H; 'opérateur de projection sur 'espace propre
associé. On déduit des résultats précédents que

|Hjf||za < C57 @2 £ 5.

De plus, il n’existe aucun o < o'(g,n)/2 tel que 3C,Vy, ||H;f||za < Cj?°||f||2- En effet, on
remarque que, pour tout k, xj est une somme finie de Hj, le nombre de termes étant borné
indépendamment de k et les indices j mis en jeu étant de ’ordre de k. On aurait alors

VE, |IxkfllLa < CE7|| L2,

ce qui est absurde par optimalité de (1.12).

10



Chapitre 2

Théorie spectrale et géométrie
riemannienne

Nous allons commencer par présenter la notion de variété riemannienne et d’intégration sur
une telle variété, puis nous justifierons la réduction de P introduite au 1.1, et enfin nous dévelop-
perons quelques notions de géométrie riemannienne que nous utiliserons lors de la construction
de la paramétrix d’Hadamard.

2.1 Variétés riemanniennes

Pour une variété C*° M, on notera T, M ’espace tangent & M en un point m, TM le
fibré tangent, T M ’espace cotangent en m, T*M le fibré cotangent, ®2T,* M ’ensemble des
éléments homogeénes de degré 2 de I’algébre tensorielle construite sur 70 M, et®?T*M le fibré
correspondant. On appelle section d’un fibré 7 : E — M toute application C*® s : M — FE telle
que 7o s = Id. On notera ['(T'M) et I'(T* M) les espaces de sections des fibrés TM et T* M.

Définition 2.1.1. Une variété riemannienne est un couple (M, g) constitué d’une variété M et
d’une section g de @*T*M telle qu’en tout point m € M le tenseur g(m) soit symétrique défini
positif. En d’autres termes, une variété riemannienne est une variété M munie d’un produit
scalaire C™.

Soient (%)(1<i<n) les champs de vecteurs de coordonnées dans une carte locale autour de

m. Soient u,v € Ty M avec u =y ;| ui%‘m etv=>1", vi%m. Alors

9m (’LL, ’U) = Z 9ij (m)uivja
%]
ou

- _ 0 0
gij(m) =g @‘m,@‘m .

Nous allons maintenant introduire une mesure canonique.

Définition 2.1.2. Soit (M,g) une variété riemannienne. Soit (U, ¢) une carte de M. Pour
m € U, on désigne par £*,... & les coordonnées locales de m induites par (U, @) : ¢p(m) =

11



(&, ...,&"). Soit guy la matrice de g relative a (U, ¢), et soit |gys| > 0 son déterminant. Sur
#(U), on a la mesure positive py,y = |gU,¢\1/2d§1---d§". On définit alors sur U la mesure
vy, = (]571([1,(],(25). On vérifie grace a la formule de changement de cartes que la mesure définie
localement est indépendante de la carte. On définit enfin par un argument de partition de 'unité
une mesure positive vy sur M telle que vg|ly = vy pour toute carte (U, ¢). Une telle mesure
est de plus unique. On ’appelle la mesure canonique de (M, g).

Nous allons définir I'espace L%(M).

Définition 2.1.3. Soit (M, g) une variété riemannienne compacte et vy sa mesure canonique.
Soient f, h deuz fonctions C™ sur M. On définit leur produit scalaire (f,h) = [,, f(z)h(z)v(dz),
qui eziste car M est compacte. C®°(M) est ainsi muni d’une structure préhilbertienne réelle.
On définit Uespace de Hilbert L?(M) comme le complété de C™°(M) pour le produit scalaire
introdust.

On peut aussi définir sur une variété compacte les espaces de Sobolev, en passant par le
tore : on peut en effet utiliser sur celui-ci une transformée de Fourier, et se ramener & une
définition classique en Fourier des H*(T'). Certains résultats sur les espaces de Sobolev sur un
ouvert de R™ restent valables dans le cas d’une variété compacte. On a en particulier le théoréme
de Rellich (admis), qui nous dit que l'inclusion H®(M) <« L?(M) est compacte pour s > 0.

2.2 Réduction de P

Soient M et P comme au 1.1. On suppose en plus que le symbole principal de P est défini
positif. On a vu au lemme 1.4.4 qu’alors P est semi-borné inférieurement. Quitte & ajouter une
constante, on supposera dans la suite que P est positif. On montre en utilisant le lemme de Lax-
Milgram que (P + I) est inversible, d’inverse (P +I)™! : L2(M) — H?(M). Or, puisque M est
une variété compacte, I'injection H?(M) — L?(M) est compacte. Par conséquent, (P + 1) ! :
L?(M) — L?(M) est un opérateur compact. On note aussi qu’il est injectif par construction.
L?(M) est un Hilbert, (P+1)~! est compact et autoadjoint, donc on peut appliquer le théoréme
spectral, qui nous donne une suite de valeurs propres distinctes pj;,7 = 0,1,... tendant vers 0
et de multiplicité finie, avec p; > 0, et une base orthonormée de vecteurs propres associée a
(1;) diagonalisant L?(M). Si ¢;j est un vecteur propre associé a p; pour (P + 1)1,

(P+I) " ik = pibik,

alors ¢ € D(P + I) domaine de 'opérateur. De plus, on a

1
Pojr = (H_ - 1) b k-

J

¢jk est donc vecteur propre de P associé & la valeur propre A\; = (Mi —1), et on remarque que,
]

par régularité elliptique, ¢;, € C°(M).
Montrons que la base des ¢;; diagonalise P : soit u = ) ik uj k¢;k dans le domaine de P;
P étant autoadjoint, on obtient

< Pu,djp >p2=<u, Phjr >r2= \juj .
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Le domaine de P est alors

D(P) ={u € L*/ Y M|uji|” < +o0},
Jk
et pour u = Zj,k uj,xPjk € D(P) on a Pu = Zj,k Ajtj kP k-
On remarque aussi que la suite des valeurs propres ();) tend vers +oco. Enfin, si on note #;
I’espace propre de P associé a la valeur propre A;, on obtient :

L*(M) = &;H;.

2.3 (Géodésiques

2.3.1 Points critiques d’une fonctionnelle d’énergie

Si 7y :[a,b] = M est une courbe C'™ par morceaux, on définit son énergie E par :

By =3 [

On définit aussi une variation & extrémités fixes de vy comme une fonction « : (—e¢, €) x[a, b] - M
pour un certain e > 0, telle que

o o(0,t) = (1),
e il existe une partition a =ty < t; < --- < ty = b de [a, b] telle que a est C* sur chaque
bande (—e,€) X [ti_1, ti],

e afu,a) =vy(a), a(u,b) = y(b), Yu € (—¢,¢).
Pour une variation «, on notera @(u) le chemin ¢ — a(u,t).

On suppose que sur chaque intervalle ot a est C* on se place dans une carte (z,U). On
note alors ~*(t ) = 2 (y(t)).

En notant 7(t+) (resp. dt( ) le vecteur dérivée a droite (resp. & gauche) de 7y en ¢;, et en

introduisant les symboles [jk,i] = % (%g—;j’ + ZQTZ - %g—a]:f) , on obtient apreés calcul la formule de

dvy 2
I dt.

la variation premiére :
Théoréme 2.3.1.

dE(d&u(u))m — _f S, 29, ){Ef 1 9ur (Y ())

Ny < Gx(0,t), () - ﬂwv>-

On aboutit ainsi & des conditions sur les points critiques de F :

L Y ik D) G G | at

Corollaire 2.3.2. Si vy : [a,b] = M est une courbe C* par morceauz, alors v est un point
critiqgue de E si et seulement si pour tout systéme de coordonnées (z,U), on a

Y dyi dok
r k,l t))— — = t i
Zgl dt2 —l—jkE:l[J J(v(?)) di di 0 pour (t) € U.

13



On introduit les symboles de Christoffel de la métrique, définis par les formules

Ir Py [ ’ ] 2 ; {3$j oxy, Oz }

On peut alors réécrire les équations des points critiques de F :

R dy? dry* .
2 T > ij(V(t))Eﬁ =0, (1<i<n). (2.1)
ik=1

On peut en fait montrer(admis) qu’une courbe C* par morceaux point critique de E est
toujours C*°.

Un calcul en coordonnées nous dit enfin que tout point critique de E est paramétré pro-
portionnellement & la longueur d’arc, c’est & dire que la vitesse le long d’une telle courbe est
constante.

Sur une variété riemannienne, on définit la notion de distance riemannienne entre z et y
par d(z,y) = inf fol [|7]| dt on ~y appartient & ’ensemble des chemins tels que v(0) = z et
v(1) = y. On admet qu'’il s’agit bien d'une distance, et que la structure différentielle qu’elle
définit coincide avec celle de la variété. Le calcul des variations nous donne ’existence d’un
chemin minimisant, et 1’équation obtenue pour ce chemin nous dit que, & une reparamétrisation
pres, il existe une géodésique réalisant cette distance.

2.3.2 Equations locales d’une géodésique

On définit localement les géodésiques comme les solutions du systéme d’équations différen-
tielles (2.1).

On remarque que si t — 7(t) est une géodésique, alors t — 7y(ct) est encore une géodé-
sique, par homogénéité du systéme (2.1).

Cette propriété va nous permettre d’améliorer les résultats donnés par le théoréme de
Cauchy-Lipschitz :

Théoréme 2.3.3. Soit my € M. Il existe un voisinage U de mq et il existe € > 0 tels que, pour
toutm € U et tout v € Ty M avec ||v]| < e, il existe une unique géodésique ¢, :]—1,1[— M avec
cy(0) =m et %’(O) = v. De plus, Uapplication C : TUX]—1,1[— M définie par C(v,t) = ¢y(t)
est C'°.

Démonstration : Le théoréme de Cauchy-Lipschitz nous dit qu’il existe un voisinage U de
mo et €1, e2 > 0 tels que, pour tout m € U et tout v € T, M avec ||[v]|| < €1, il existe une unique
géodésique ¢, :] — €9, ea[— M vérifiant les conditions initiales demandées. Soit € < ejey. Alors,
si||v]| <eet|t| <1,0nallv/ea]| <er et |eat| < ea. On peut donc définir ¢, () par ¢y /e, (e2t). O

Nous désignerons dans la suite par ¢, la géodésique maximale vérifiant les conditions initiales
cy(0) = m et ‘%(0) = v, pour v € T,, M. L’ensemble Q C T'M des vecteurs v tels que ¢,(1) est
bien défini est un ouvert de T'M contenant les vecteurs nuls 0, € T,, M de chaque fibre.

2.3.3 Application exponentielle

Définition 2.3.4. L’application exponentielle exp : Q@ CTM — M est définie par

exp(v) = ¢ (1).

14



On note exp,, sa restriction a un espace tangent Ty M.

On peut ainsi écrire pour la géodésique ¢, : ¢,(t) = exp,,(tv).
Proposition 2.3.5. (i) L’application exp : Q@ — M est C*,
(ii) pour mg € M, Uapplication ® : Q — M x M définie par

D (v) = (n(v), expr(u) (v))
est un difféomorphisme local d’un voisinage W de Opy dans TM sur un voisinage de (mg,mg)
dans M x M.

Démonstration : La premiére assertion est une conséquence immédiate du théoréme 2.3.3.

Pour démontrer la seconde, nous allons utiliser le théoréme d’inversion locale. Dans une
carte locale (U, ¢) autour de myg, application ® : TU ~ U x R* — M x M est donnée par
®(v = (z,u)) = (z,exp, u). Calculons la matrice jacobienne de ® en (myg,0) : & myg fixé et pour
t suffisamment petit, on a ®(mg,tv) = (Mo, cy(t)), donc

0 0
Ton, @ (aT) = (0’ a_u> :

Si on fixe maintenant u = 0 et si on fait varier z, on obtient ®(m,0) = (m,m), donc

0 o 0
Ton @ (63:) = (aT:aT)

La matrice jacobienne de ® est ainsi, dans la base précédente,
Id 0
Id Id )

Cette matrice étant inversible, ® est un difféomorphisme local autour de my. O

En utilisant une partie de cette démonstation et en appliquant encore le théoréme d’inversion
locale, cette fois-ci & v — exp,, (v) de différentielle égale a 'identité, on montre qu’il existe
€ > 0 tel que l'application exp,,, : B(0,e) — M soit un difféomorphisme sur son image, qui
contient un voisinage de mg, ot 'on note B(0, €) la boule de centre 0 et rayon e dans T,, M.

2.4 Coordonnées géodésiques normales

2.4.1 Conservation du produit scalaire

Soit mg € M. Soit € > 0 tel que exp,,, : B(0,€) = M soit un difféomorphisme sur son image.
Utilisons cette application comme carte locale autour de mg en choisissant une base orthonormée
de Ty, M : les coordonnées locales obtenues sont appelées coordonnées géodésiques normales.

On a vu que ¢, (t) = exp,,, (tv), donc, dans les coordonnées normales, les géodésiques partant
de mg avec la vitesse v sont de la forme tv, i.e. sont des droites.

Par conservation de la vitesse le long d'une géodésique, on obtient |v|y) = [v]g(0), i-e-
> gjk(@)vjvr =Y. gk(0)v;vk, ce qui en multipliant par #2 nous donne

> gik@)zize = gik(0)z;zk, (2.2)

ol les z; sont les coordonnées de z.
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Lemme 2.4.1. Soit v € B(0,¢€). On identifie Tyy(TrmoM) & TrngM. Soit w € Ty M. Alors
< (TU eXme)(U), (Tv expmo)(w) >expm0 W) =< VW >y - (23)

Démonstration : Si w est colinéaire & v, le résultat n’est autre que (2.2). On se raméne
donc par linéarité au cas oll w est normal & v. Soit s : R — T, une courbe C* telle que
|[s(?)]| = cte = ¢ < € s(0) = v et s'(0) = w. On pose a(u,t) = exp,,,(u - s(t)) pour u €
(—€/c,e/c). On se place dans une carte locale. Un petit calcul nous meéne alors &

8 /da B dal Pt da” 0
D (9a day E;L_I%(Zzzlgjka—fz—Jerz [k 51 G ai)
dad 8
+ >k B (Z}Ll 9k St +Za‘,l=1[ﬂl’k]ﬁ6_ﬁ)'

Le premier terme du membre de droite est nul car u — a(u,t) est une géodésique. On note

I le second terme du membre de droite. Un calcul similaire nous donne % (g—g, g-g} = 21,

or ga (u,t) est le vecteur tangent au temps u & la géodésique u — exp,, (u - s(t)), donc sa
norme est ||s(¢)|| = ¢. Ainsi I = 0, d’ou <g‘;, %‘z‘> est indépendant de u. Or «(0,t) = my, donc

%—‘;(O,t) = 0. On obtient finalement :

<g“(u 1), ‘Za( )> =0, Y(u,1).

On en déduit en regardant en (u,t) = (1,0) que (2.3) est vraie pour w normal & v. O

Or, par définition de la carte, < (T, expy,, ) (v), (Ty €XPyy, ) (w) > exp,y (v) & POUT eXpression en
coordonnées ). 1 gjk(€XPpy, (V))vjwi, b < v, w >me= ;1 gjk(mo)vjwy. Ceci étant vrai pour
tout w € T),, M, si z est un point de la géodésique issue de mg avec la vitesse v, on obtient, en
notant (z1,...,z,) les coordonnées normales de z,

Zgjk(ﬂﬁ)fﬁk = Zgjk(O)xk, j=1,...,n.
% P

2.4.2 Coordonnées géodésiques avec parameétre

D’aprés la proposition 2.3.5, I'application exp : (y,v) +— (y,exp,(v)) est un difféomor-
phisme local d’un voisinage V de la section nulle de 7'M sur un voisinage W de la diagonale
dans M x M. On l'utilise comme carte locale & y constant en identifiant, pour U voisinage
de y € M suffisamment petit, TU & U x R". On obtient alors une expression de la métrique
riemannienne dans les nouvelles coordonnées (y,z) € V, > g;x(y,z)dzjdzi. On remarque en
fait comme au paragraphe précédent que ces coordonnées vérifient

> ik 2z =Y gin(y,0)zp, j=1,...,m
k k

On définit la distance riemanienne s(z,y) pour (z,y) € W par la relation

(expy (Z g]k ya :E]-,Ek)

Une géodésique étant une droite dans les coodonnées normales, on obtient que s(exp,(Z),y) =

fol ||Z]| dt = ||Z||, ce qui est bien l’expression précédente.
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Chapitre 3

La paramétrix d’Hadamard

Nous utiliserons dans la preuve des inégalités du type (1.7) des coordonnées locales, donc
nous nous placerons ici dans R”, n > 2. L’opérateur P considéré sera de la forme

P(z,D)=—> 0,0 +> b;0; +c,
7,k

avec g/*, b;, et ¢ C* sur un ouvert X de R" contenant l'origine. P étant destiné & étre elliptique,
on supposera (g/*) réelle définie positive. On notera dans la suite F' le potentiel de Bessel (z
désignant un élément de C\R) :

1

F(z) = (2m)m

[ eeep -0 e
Rn

3.1 Premiers résultats sur F

Proposition 3.1.1. F € C*°(R"\{0}).

Démonstration : 1/(|¢|?—z) ne s’annule jamais donc (|¢]?—2) > C > 0 et méme (|£|?—2) >
C|€|?. 1/(|€|> —2) est une fonction C* bornée, donc F € &'. Une dérivée d’ordre k de 1/(|¢|2—2)
est de la forme Q(€)/(|¢]? — 2)**!, avec @ de degrée au plus k, d’ou

VE # 0, €7 D1/ ([ — 2))| < Caglé] /114172, (3.1)

Soit 1 € C$°(R™) égale & 1 sur un voisinage de 0. On peut écrire g = #D*(1/(|¢]? — 2)) =
g+g(1—1)). g est alors continue pour |3|—|a|—2 < —n car g est & support compact et g(1—1)
est alors localement intégrable d’aprés (3.1). D’ott DPz*F est continu pour |3 — || —2 < —n,
donc pour tout p, il existe « tel que 2*F a toutes ses dérivées d’ordre inférieur & p continues,
donc z®F € CP(R"), et F € CP(R"\{0}). Ainsi F' € C*(R™\{0}). O

On remarque de plus que, pour k € [1,n], OpF est localement intégrable, comme on le voit
en se ramenant a la transformée de Fourier de distributions homogénes.

Il est clair (cf en Fourier) que

(—A — 2)F = 6. (3.2)



Soit 7" un isomorphisme de R™. Si on fait le changement de variables y = T'z, on obtient les
formules suivantes pour le Laplacien en coordonnées y :

0 . 0
— k2
By Z oz g Oxy,’

ot I'on note (¢%) = T=1(T—1)!. En effet, aa: => gz’; B = 2ok Thj 52 g5+ donc
Vy=T'V,.
D’ou
<Ayu,v > = — < Vyu,Vyo >

= —< (T_l)tku, (T7Y)!V,v >

= —<T7! (T_ )qu Vv >

= <(Cjnan9" 5 (w),v >

2

F étant radiale, on écrira par abus de notation : F(z) = F(|z|). Or |y|> = |Tz|
(T'Tz|z) = Y gjkT Tk, 01t Uon note (g;i) 'inverse de (g7%). On a ainsi F(y) = F(|y|) = F(|z|,)
en notant |z|2 = Y gjpzjzs-

On déduit alors de (3.2) que

~ 3" 0;¢7% 0y — 2) F(|ely) = (det g7*)2 b0, (3.3)
en remarquant que &o(Tx) = |det T|"16p(z) au sens o,

Vfe ogO(Rn),/ 50(T2) f(z) d = |detT|_1/Rn 5o(z) f(T~3) dz = | det |~ £(0),

n

par la formule de changement de variables.

3.2 Mise en oeuvre de la paramétrix en un point

Le symbole principal de P, 3" g/*(z)£;&, est défini sur le fibré cotangent, et on a supposé
(¢7*(x)) définie positive, donc P induit une forme quadratique définie positive sur le fibré
cotangent. La forme quadratique duale ) g;x(z)dz;dz) sur le fibré tangent définit donc une
métrique riemannienne.

On introduit maintenant les coordonnées géodésiques normales associées a la métrique in-
duite par P au voisinage d’un point zy de X. On a vu au 2.4.1 qu’elles satisfont & la condition

k k

IOI»-

Ce qui implique |z]g = |z[g,0 = (3_ gjk(0)z;j2k) 2.
Soit f € C'. On a Bk(f(|x\!2],0)) =290 )xzf’(|x|§), d’ou

>k 9*(0)0k (£(|2[3)) 205 22: 977 (0)gik (0)za) £ (|3 o)
= Q%f (I3)
= =Ygk (II3))-
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En choisissant f telle que f(|z|?) = F(z), f € C*(R™\0), on voit que (3.3) avec (g) dépendant
de z reste vraie quand z # 0 si 'on remplace g7*(0) par g/*(z). Montrons que (3.3) reste encore
vraie pour z = 0. D’aprés ce qui précede, la différence u = (3° 0;(¢7%(z) — ¢7%(0)) 0k ) F(|z|,) est
une distribution supportée par 0. Nous allons voir que, pour ¢, € C§°, si on pose ¢¢(z) = ¢(Z),
on a < u, P, >;)>O:

<u,ppe >= Y < (¢7F(x) — ¢7*(0) 0k (F(|2],)), 8 (9he) > -
3.k

Or 8;(9pe) = (9j9)de + 216(9;4)(%). On suppose que ¢ = 0 pour z > r. Alors, en notant
fr = Ok(F(|z]4)) € Ly, ., on a
| <u,pde > < Xk [pre 0(|z]) fe(£C1(5) + Ca(4))| dz
< Ok e Mefreldz
< CM fB(O,TG) |f| dz
< (e

On choisit maintenant ¢ € C§° telle que ¢ = 1 au voisinage de 0. Alors, u étant supportée par
0,
<u,p >=< u,ppe + "/)(1 - QZSE) >=< u, P, >;)> 0,

donc
<wu,p >=0, Vip € Cg°.

On a ainsi montré que u = 0, et (3.3) est donc vraie pour tout z.

Sin € Cg°(R™) est supportée dans un voisinage suffisamment petit de 0, on a, en notant
H(z) = F(|z|y) :

(P—2)(nH) = n(0)(det g/*)28 + (Pn)H — 2 (3(0;H)g™ (9kn)) + 0>, b (2)0; H
= 7(0)(det g7*)28 + R(z, D)H,

avec
R(z,D)=Pn+Y_ (nbj(rv) —2 Z(akn)gj’“) 0,
J k
donc R(z, D) est de la forme R(z, D) = no(z) + >_;n;(x)0; ot les n; sont des fonctions C§°
ayant les mémes propriétés de support que 7 et ne dépendant pas de z.
3.3 Paramétrix avec paramétre

En suivant la méme méthode que précédemment mais & l'aide des coordonnées géodésiques
dépendant d’un parameétre, on obtient les formules suivantes, ou s(z,y) est la distance rieman-
nienne liée aux coordonnées géodésiques et définie sur un voisinage suffisamment petit de (0,0) :
sin € C§°(R™ x R™) est supporté dans un voisinage suffisamment petit de (0,0), on a

(P(z, D) = 2){n(=,y)F(s(z,9))} = 1(y,y)(det ¢ (y))26,(z) + R(z,y, D)F(s(z,y)), (3.5)
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ou R(z,y,D) est un opérateur différentiel du premier ordre dépendant du parameétre y, et de
la forme R(z,y,D) = no(z,y) + >_nj(z,y)0;, les fonctions n; étant C§° et ayant les mémes
propriétés de support que 7.

Nous allons maintenant utiliser les formules précédentes pour trouver un inverse approché
de (P — z).
Proposition 3.3.1. Soit n € C§°(R* x R") supporté dans un voisinage suffisamment petit de
(0,0); on note 7(z) = (det gjk(:c))%n(:c,()). On a alors, pour u € C*°(R") :

i(@)u(z) = Th[(P(, D) — 2)uf(z) + (Tu)(z), (3.6)
ot les opérateurs T; peuvent s’écrire (T;f)(z) = [ Ki(z,z —y)f(y) dy, avec les noyauz K; de la
forme

Ki(z,z —y) = n(z,z —y)F(s(z,y)) (3.7)
et
Ko(z,z —y) = Bo(z, 2 — y)F(s(z,y)) + > _ Bj(z,z — y);F(s(x,y)). (3.8)

Les fonctions B; sont la encore C§° et ont les mémes propriétés de support que 7.
Démonstration : En effet, soit ¢ € C°(R") et u € C*®°(R"). On pose a(y, z) = n(z,z—1y).
« vérifie les hypothéses qui permettent de lui appliquer la formule (3.5) :

(P(y, D) — 2){aly, ) F(s(z,y))} = alz,z)(det g™ (2))26,(y)
+ao(y, ) + 225 i (y, 2)05) F(s(z, y))-
On pose
Bj(z,x —y) = —a;(y, ).
Vérifions qu’on a bien alors, pour des opérateurs 7; définis selon les formules (3.7) et (3.8) :

/¢($)(T1[(P(-,D) = 2)ul(z) + (Thu)(z)) dz = /¢($)ﬁ($)U($) dz. (3.9)

On note I1 = [ ¢(z)(T1[(P(., D) — 2)u](z) dz. En remplacant T} par son expression et en
utilisant le fait que P est autoadjomt on obtient

b= [ @) [(Pw.D) = (e, = 9 F(s(a.9)) buly) dyda,
d’ou
1= [ @) [ (ate,2)(det g (@) 26.(0) + (@0 + Y 050 Fs(a0)) uly) dy da.

I‘

b= [ $@)(T)(a)do =~ [ () [ (@olv,z) + 3 a,0,2)0) Fs(a,))ulw) dy da,

donc
L+1, = / / (@) (e, 0) (det g7* (2)) 58, (y)uly) dy dz = / $(2)7i(2)ulz) dz,
9

ce qui est bien (3.9). (3.6) est donc vraie au sens des distributions. O
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Chapitre 4

Coeur de la preuve

Nous noterons dans la suite a(q) = o(g,n), a(oco) = o(c0,n) = (n — 1)/2 et B, la boule de
rayon € de R™.
On suppose dans la suite que le symbole principal de P est défini positif.

4.1 Lemme principal

Nous voulons maintenant prouver le lemme suivant, dont nous avons vu au 1.4 qu’il impli-
quait le théoréme 1.2.2 :

Lemme 4.1.1. 3C, Yu € C*(M), Vk > 1,
lullza@an) < CRAOHI(P = (k +8)*)ull2(ary + CE*D[ul [ L2(ar), (4.1)

[kl oo (ary < CRECOTHI(P — (k +0))ull p2(ary + CR* Ol [ 12()- (4.2)

Comme on le voit en utilisant le fait que M est compacte et une partition de 1'unité pour
se ramener & des coordonnées locales, les inégalités (4.1) seront une conséquence du lemme
principal suivant :

Lemme 4.1.2. Soit X un ouvert de R", n > 2, contenant l'origine. Soit P(x, D) un opérateur
différentiel du second ordre a coefficients C'™° et dont le symbole principal est réel et défini positif.
Alors pour € > 0 assez petit, il eriste une constante C ne dépendant que de € et P(z, D), telle
que pour k > 1,

lullzo(p.) < CE*O7H|(P(a, D) = (k +1)*)ullL2(,) + Ok DJul|L2(B,,)- (4.3)

Nous utiliserons pour démontrer ce lemme la méthode de la paramétrix introduite dans la
partie précédente. Nous noterons dans la suite

1 1x-€ 2 \2\—1
— (k d
g o, e = ()
c’est a dire le potentiel de Bessel pour z = (k+4)2. Remarquons que, quitte & faire un changement
de coordonnées linéaire, on peut supposer que P(z, D) est égal & —A en z = 0.
On voit alors que les formules obtenues au 3.3 permettent de déduire le lemme 4.1.2 du
lemme suivant :

Fi(z) =
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Lemme 4.1.3. Soit P(z,D) comme dans le lemme 4.1.2, et soit s(z,y) la distance rieman-
nienne associée. Alors, pour tout n € C(R™ x R") supporté dans un voisinage suffisamment
petit de (0,0), il existe une constante C' ne dépendant que de 1 et P telle que

< kD £l 2, (4.4)
La(R™)

/ 0,z — y) Fy(s(z,9)) (4) dy

< Ok £l 2z, (4.5)
Le(R™)

/ 0, — y)Vy Fi(s(e,9)) () dy

En effet, soit € assez petit pour que n € C§°(Bae X Byc) vérifie les hypotheses de (3.6) et du
1
2

lemme 4.1.3. Quitte & prendre € encore plus petit, on peut supposer que (det g7*(z))2 > % sur
B, car (det g7¥(0)) = 1. Soit alors n € C§°(Bae X Bac) tel que n = 1 sur B, X B..

|(det g7 (2)) 2u(@)||za(.)

[17(z)u(z)||La(Bse)

T2 [(P(x, D) — (k + i)?)ul|| Lo (Bye) + | Toul|LaB,,)

Ck D=1 |(P(z, D) — (k + 1)?)ull 2(B,.) + CE“D||ul| 12(8,.)-

sllullLa(my

<
<
<
<

On admettra les résultats suivants sur les potentiels de Bessel F}, obtenus par des méthodes
de type “phase stationnaire” :

Lemme 4.1.4. Il existe une constante C telle que, pour k > 1, on ait les estimations suivantes :
(i) Pour n > 3,

|Fi(2)] < Clz| "2, |z < 1/k, (4.6)
pour n—2,
|Fi(z)| < Clog(1/|z]), |z < 1/k, (4.7)
et pour n > 2,
VFy(z)| < Clz|"™Y, |z < 1/k. (4.8)
(ii) Si |z| > 1/k et n > 2,
Fy(z) = k(021 g=iklel | =(n=1)/2y ) (kz), (4.9)
VFy(z) = kP02l )= (n=D/2 g, (k) (4.10)

pour des fonctions a; C radiales satisfaisant a

1(8/0p)™a;j(p)| < Cmlp|™™. (4.11)
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4.2 Décomposition dyadique

Nous démontrons maintenant l'inégalité (4.4), grace a (4.6), (4.7) et (4.9). Nous supposerons
dim M > 3 pour l'instant, le cas dim M = 2 étant traité au 4.6.1.

On va introduire une décomposition dyadique : soit 1 € C§°(R), supp(y) C [%, 2] et Vt >
2,3°%° h(27¥t) = 1. On pose P (t) = 1-3.22 , 1(27"). 9 = O sur [2, 0o[. Pour € C°(R" xR?)
de support dans un voisinage de (0,0) sur lequel s(z,y) est défini, on pose :

Lo(z,y) = (klz — yl)n(z, © — y) Fi(s(z,p)),
et pour v € N*,
LV('Tay) = ¢(27Vk‘x - y|)7i(37,$ - y)Fk(S(:E,y))

On souhaite montrer qu'il existe € € (0, %) tel que pour tout n € C§°(R® x R") vérifiant
supp(n) C {(z,y)/|zl|,|y| < €}, il existe une constante C ne dépendant que de s et 7 telle que :

H [rteniwa|| <oe o, ven (4.12)

La

On obtiendra alors l'inégalité (4.4) par sommation d’une suite géométrique. En effet, on re-
marque tout d’abord que si v > logy k + 1, alors 271 > k, d’ott 27 Vk|z — y| < % car € < % Et
donc L, =0si v > logy k+ 1. En sommant les inégalités, on obtient enfin comme coeflicient de
||f||2 dans le membre de droite :

logs k+2 logy k+2
S @-1-12Y2 -1

Ck~1/2pa)-1 2)¥ < Ok
2, (Vs vV2-1

v=0

< O'k9-1

4.3 Lecasv =0

Si € est assez petit, on peut utiliser I'inégalité (4.6), et on obtient ainsi :

’
L4

H/ P(klz — yn(z, = — y) Fe(s(z, ) f (v) dy

s CH/hk(x—y)f(y)dy

ou hy(z) = P(k)|z[~"2).
On utilise 'inégalité de Young généralisée :

Théoréme 4.3.1. Soit d € N*, 1 < p,q,7 < +o00, %-i— % + % = 2, alors Vf,g, h mesurables

positives sur R?,
| [, 1@tz ~y) dsdy < € fllzslgllus 4, (1),
R4 x R4
ou

1/r
Ar(h) = (iglg A'm{z, h(z) > )\}) .

On déduit de ce théoréme le corollaire suivant, par dualité :
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Corollaire 4.3.2. Soient d € N*, 1 < p,q,7 < 400

positives sur R?,
| [ 1t
La

Pour p = 2 et ¢ = p,, on a r = 2L Calculons ay = m{z, |hg(z)| > A} ¢ si |hg(z)| > X alors
2| < C/k et |z~ "D (kz) > A, dot |z| < \"5=2, et ay < a(min(C/k, 1/~ #=2))". Aprés un
petit calcul, on obtient A,(hy) < k_zil or —22 — 1 4 (a(g) — 1), d’o

n+1
H/hk (z—y)f(y)dy

4.4 Lecasv>1

1 _ 1,1
ve=ptr— L alors Vf,h mesurables

< Cllf|er Ar(h)-

< Ck 2R @ £ 1o,
L4

Montrons que I’on peut conclure grace au lemme suivant, que nous démontrerons au 4.5.3 :

Lemme 4 4 1. Soit a(z,y) une fonction dont le support est inclus dans Q = {(z,y) € R* x
R /|z| < 1, 2 <l|y| < 2}. Alors il existe un voisinage N de ¢o(z,y) = |z — y| pour la topologie
C™, tel que, si ¢ € N, il eriste C ne dépendant que de la taille d’un nombre fini de dérivées de
a, tel que :

< CXTMY| 2.
q

VA >0, H / M@ g 1) F(y) dy

En effet, on remarque déja que les L, sont nuls pour |z — y| < 1/k, donc on utilise les
inégalités (4.9). On cherche maintenant & majorer

—1
k1

/e—iks(z,y)|s(x’ y)|—(n—1)/2a1(k3(x,y))qp(z_”k|:c —yln(z,z —y)f(y) dy

q

En posant ' =2"Ykx,y =2"ky et d(z’,y') = 27"ks(z,y) € N, on se raméne & la majoration

)
q

H/ 26 |g! | D20, (24— o )7 — o) (7 — o) F 20k ) dyf

avec un coefficient de la forme k"2 (2~ L yn/a—(n=1)/24n
Si on pose a(z') = a1(2"z"), la fonction a(z’ — 9') est bornée ainsi que ses dérivées sur le
domaine d’intégration : sur celui-ci, |2’ —y'| > C, or

0™a Cm
< mv
ou™ (u) 2

= ru m =

< Crnlul ™.

On peut donc appliquer le lemme 4.4.1, et on obtient comme majorant :

no1 g v n/q—(n—1)/2+n
e (%) @) gl
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llgll2 = (277k)"/?||f||2, le majorant s’écrit alors 2”/2k_1/2k(n(%_%)_%)_1||f||2. Or,

oty n(3-1) b

donc on a bien obtenu un majorant de la forme

C(27"k) 2ROV £ .

4.5 Le lemme de Carleson-Sjolin

4.5.1 Opérateurs d’intégrale oscillante non-dégénérée

Théoréme 4.5.1. Soit ¢(z,y) une fonction réelle C*® non-dégénérée au sens suivant :

det( ¢ );eo (4.13)

O0z;Oyy,

sur le support de a(z,y) € CF°(R* x R™). Alors YA > 0,

[ D ) dy|| <O g (4.14)

L2(R™)

Démonstration : On notera Ty f(z) = g @Y a(xz,y) f(y) dy. Une conséquence immeé-
diate de (4.13) est que

IVald(z,y) — ¢(=, 2)]| = |y — 2| (4.15)
quand |y — z| est petit. En effet, Vz[é(z,y) — ¢(z, z)] = (%) (y —2) + O(ly — 2|%).

En utilisant une partition de 1'unité, on décompose a(z,y) en un nombre fini de morceaux
sur le support desquels (4.15) est vérifiée. On peut donc supposer dans la suite qu'il existe ¢ > 0
tel que, sur le support de a, on ait :

Veld(z,y) — bz, 2)]| > cly — 2. (4.16)
On remarque d’autre part que
I7f16 = [ [ Ko, )T dud (4.17)

ol 'on note

Kaly,2) = [ Moo -0 la(a, y)afz,2) da.

Grace a (4.16), on peut appliquer le lemme classique suivant, dit de la phase non-stationnaire :

Lemme 4.5.2. Soient a € C§°(R") et ¢ € C™ tel que |Vyp| > ¢ > 0 sur le support de a. Alors
pour tout N € N*, il existe Cn tel que

/ @ q(z) dz

ot Cn ne dépend que de c si a et ¢ appartiennent & une partie bornée de C™ et si a est a
support dans un compact fizé.

VA > 1, <On(1+ N7,
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On obtient alors :
VN, |Kx(y,2)| < On(1+ Ay —2))7~.

Donc, par un résultat classique sur la convolution, on voit que l'opérateur de noyau Ky est
continu de L? dans L? de norme O(A™"). On déduit ainsi de (4.17) :

1T /113 < CATI£113-

4.5.2 Lemme de Carleson-Sjolin

Définition 4.5.3. Soit S : y € R"™! +—— ¢(y) € R* une hypersurface C> plongée dans R™.
Pour yq fizé, il eriste d’uniques points antipodauz +v(yo) € S* ! telles que

Vy < é(y),v(yo) >=0 en y = yo,

qui ne sont autres que les normales unitaires en ¢(yo) a S. On dit que S vérifie l'hypothése de
courbure si

2
det ( 8;8% < 9(y), (o) >) £0 eny =1y (4.18)

Définition 4.5.4. Soient 1(z,w) € C®(R"® x R""1) 4 valeurs réelles, et a(z,w) € C(R™ x
R*~1). On suppose que
rg( & ) =n-—1
Bwiazj

Sz = {¥, (20, w)/(z0,w) € supp(a)} C TxR"™ est alors une hypersurface C*. Si Sy, vérifie
Uhypothése de courbure, alors on dit que v vérifie la condition de Carleson-Sjélin.

Théoréme 4.5.5. Soit a(z,y) € C{°(R® x R*™1) et op € C®°(R™® x R*~1) vérifiant la condition
de Carleson-Sjolin. On pose Txf(z) = [ga-1 e @Y a(z,y) f(y) dy. Alors

IT\F 1oy < CpA™™ | ]| Logn-1y, (4.19)

avec 1 <p<2etq= Z—ﬂp’. De plus, si a et 1p sont respectivement C3° et C*° par rapport a
un parameétre, alors tout est uniforme en le paramétre.
Démonstration : Puisque a € C§°, I'inégalité (4.19) est évidente dans le cas p = 1 et

q = oo. Donc, grace au théoréme d’interpolation 1.4.2; on se raméne & montrer que (4.19) est
vraie pour p = 2 :

n

_ (n—1)
I 2y < OA 20D f]| pogn-), (4.20)
L n—-1 (Rn)

2(n+1)
Par dualité, il est équivalent de montrer que l’adjoint Ty envoie L »+3 (R") dans L?(R"~!)
avec les mémes bornes. On remarque que :

I T5gl13 = Jgn-1r TxgTxg dy Jen TaT5 g dz

< TNT¥ n -
< |[|Tx ’\g“L%l—)(Rn)”gHLz(n“) &)
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On pourra donc conclure que (4.20) est vraie si on a :
_n(n—l)
ITNTRGI iy < CXT 78 lg]| anyn) (4.21)
LT (Rn) L7738 (Rn)

On s’est ainsi ramené & montrer une inégalité sur des fonctions faisant intervenir le méme

nombre de variables. On a rg ( 63],25/; k) =n — 1, et on peut donc supposer que, en décomposant

2z € R" selon z = (z,t) € R* ! x R, on a localement autour de (zo, o) :

82
det <8wj8yk¢(x’ t; y)) # 0. (4.22)

Enfin, en utilisant une partition de I'unité, on voit que ’on peut supposer (4.22) vraie sur le
support de a.
On définit alors les opérateurs

@) = [ M ale ) 1) dy

On a en fait (T f)(z,t) = (T} f)(z). Calculons Ty :

<T{f,g >rn—1 = < f,Thg>gn
= [ [ f(@,t)(T{9)(z) dzdt
= [ ST F (1) () dt g() d,

d’ou .
(T{ 1)) = / (TN F (1)) d.
On en déduit
+oo
(INTi9)(a,t) = (RTi0)w) = [ TN gl ) (o) . (4.23)

Montrons que (4.21) est une conséquence de l’estimation suivante :

n(

n—1)
[ f] o (Re-1)- (4.24)

En effet, en utilisant le fait que || [ g(-,?) dt||zs < [||g(:,¢)||zs dt, on obtient grace a (4.24) :

_ 11y
||ﬂA(n>'\)*f||an(Rn—1) <Clt -t G —an) )

" _n(n-1) +o0 , _1_|_(L_L) , ,
(TATXg) (- )| Lan ®n-1) S CA™ nft [t =t | e @l [g(+, )| Lon (mr-1) A
—o0

En intégrant I’inégalité précédente élévée & la puissance g, et en appliquant l'inégalité de
Hardy-Littlewood-Sobolev (corollaire 4.3.2 avec h de la forme 1/|z|*), on obtient :

_n(n-1) 11
ON T (| 1= 17 o lhg )l oy
1/pn

IN

qn 1/qn
[[TATx g Lan (rn) dt)

n(n—1)

O ([ g ) e )
oA

INA

n—1)
"1 g]| on (rn)-

IN
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I1 nous reste & prouver (4.24). Nous allons & nouveau utiliser le théoréme d’interpolation
1.4.2 entre les estimations L? — L? et L' — L.
Pour L? — L?, on peut d’aprés (4.22) utiliser le théoréme 4.5.1, ce qui nous donne :

A _n—-1
T fllern—1y < CAT2 || fllp2@mn—1)-
L’adjoint vérifie les mémes bornes, donc :
AT fll2@e-1y < CN V]| £l 2 e-y. (4.25)
Essayons maintenant d’obtenir une estimation L' — L*°. Remarquons tout d’abord que le
noyau de T} (T)))* est

Ru(e,o!) = [ VDo, )l Ty dy.

Montrons que

_n—1

| Ky (2,2")| < O(\|(z,8) = (&, 8))) 77 (4.26)
D’apreés la formule de Taylor, on a

Pz, t;y) — ('t y) =< Veup(z,ty), ((z,1) — (2, 1) > +|(z,t) — («',1)]g(z, 7', y),

avec g(z,2',y) = O(|(z,t) — (2/,t')]). On note +v(zg,yo) les normales unitaires en yo & S,,. Si
(z,t) — (2',1") est dans un voisinage conique suffisamment petit de +v(zg, o), on déduit (4.26)
de la formule de la phase stationnaire, en supposant que (z’,t') est proche de (z,t) quitte a
réduire le support de a. En effet, notons

a(sz’u’y)::<:Vu¢(z;yhit>.+g(zfgﬂy)

On remarque que, si y est la variable et z, 2, u les parameétres, yg est point critique non-dégénéré
de a pour les valeurs z = 2, 2’ = 2{, u = *v(20,yo) des pzllramétres. On peut donc appliquer la
formule de la phase stationnaire, et on obtient, si (z, 2/, %) est dans un voisinage suffisamment

petit de (2o, 20, £v(20,Y0)),

n—1

[ e eyl ) dy| < OO (e t) — (@ )

Si (z,t) — (2/,t') est en dehors de ce voisinage, on a par définition de v(z,t) qu’il existe
c> 0 tel que:
Vylb(z. t;y) — (', )] > (=, 1) — (', 2)],
en supposant & nouveau que (z’,t') est proche de (z,t). Le lemme de la phase non-stationnaire
permet alors d’obtenir une estimation bien plus forte que (4.26) puisqu’on peut remplacer
(n — 1)/2 par n’importe quel entier N.
On déduit immeédiatement de (4.26) que

n—1 n—1
NTMT)* fllpsemn-1y S CA 2 [t— 2|72 [|f|[ 11 (ro-1)- (4.27)
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n(n—1) 1

AR = ()RR (),

=) w) = (|t — ¢ ),

donc on déduit (4.24) de (4.25) et (4.27) par interpolation.

Remarquons que, en ce qui concerne la dépendance par rapport a un paramétre, la seule
partie de la démonstration qui pourrait poser probléme est ’application de la phase stationnaire,
or on peut toujours faire varier un paramétre s au voisinage de sg si 'on suppose que, pour la
valeur s = sg du parameétre, la phase admet un point critique non-dégénéré : on aura bien des
inégalités uniformes en s sur un voisinage de sg, et ’on se raméne & ce voisinage en découpant
le support de a par partition de I'unité. O

Corollaire 4.5.6. Soient a(z,w) € CP(R" x R") et (z,w) € C°(R"* x R") tels que, at € R
fizé et en notant w = (y,t), Uapplication ¢(z,y) = ¥(z;y,t) vérifie la condition de Carleson-
Sjolin. Alors, YA > 0,

avec 1 <p <2 et g= "ty

/ ei)\'l/)(z,w)a(Z’ w)f(w) dw < Cp}\—n/‘l| |f| |Lp(Rn), (4.28)

La(R")

Démonstration : On applique le théoréme 4.5.5 & ¢ :

foR eMEYt o (23 y, 1) f(y, 1) dyHLq(R" dt

n/qf”f )| Lo rn-—1y dt
C>\ /4| £l Lo gny,

Hf eiMY(z w)a z w)f(w) dw‘ |L‘1(Rn)

INIA A

en appliquant 1’inégalité de Holder et en remarquant que l’on peut supposer f a support compact
puisque a l’est. O

4.5.3 Adaptation a notre cas

Nous sommes, avec les notations introduites précédemment, dans le cas ou ¥(z, w) = |z—w|.
Montrons que 1’on peut localement décomposer w de maniére a ce que v vérifie les hypothéses
du corollaire 4.5.6. On rappelle que a est supposée & support dans K compact sur lequel z # w.

Calculons tout d’abord le rang de la Hessienne mixte de 4, (822815}1”’) . En remarquant que
1/)2 = Zz(zl — ’wi)z, on obtient

0% 1 2
M 2¢( 20,5 + 1/)2( —w;) (25 — wj))-
On note a; = (2; — w;). On a alors (o;) # (0) et ¥? = |a?, et on remarque que

((2i — wi) (25 —wy)); ; = aa.

Finalement,

0%y 1 2
(6zi8wj) 2¢( 2Id+¢ aat).
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On note (e1,...,e,) la base canonique de R". Soit P € O, (R) telle que Pa = |ale;. Alors
rg (aa' — |a’Id) = rg (P(acd' — |a|’Id)P') = rg ((Pa)(Pa)' — |a*Id),

0

r 821/) =r —\a|2 =n-1
g 6zi8wj g '

—laf?
|a| # 0, donc on peut supposer, quitte & réduire le support de a et a faire une permutation
sur les coordonnées, que o, # 0 sur le support de a. La matrice (a;a;)1<i,j<n—1 @ pour valeurs
propres 0 et 377" |a;|? si celui-ci est non nul. oy, # 0, dott 377" |a;|> # |al?, et la matrice
(a;a; — \a|25ij)1§i,j5n,1 est donc inversible.

On décompose ainsi w en w = (y,t) € R*™! x R, avec rg (%) =n — 1. On reprend les
notations introduites au 4.5.2. On a alors

) (20)1_ -y

n—1
QZS(Z(), y) €5 .

(:b’z (an y) =
(ZO)n -Y

On a donc S,, = S™ !, et les normales en u € Sy, ne sont autres que +u :
v(20,%0) = ¢ (20,%0)-

Il ne reste plus qu’a vérifier la condition de courbure pour ¢, ce qui revient & montrer que

82
det ' ' 0 surl t de a.
€ (ayjayk < ¢, (20,v), 95 (20, Y0) >) # 0 sur le support de a

On pose B(y) =< ¢,(z0,Y), ¥, (20,y0) > . D’apreés ce qui précede, Vy0(y,) = 0. En utilisant ce
fait, on obtient dans le calcul des dérivées secondes

32
oW y=se = Figegey (~Oki# (20,50) + ((20)5 — (40)7) ((20)k — (0)r))
= m (O/(O/)t — |Gf|2Idn_1) ,
!
ol a = ( s . On a vu que cette derniére matrice était inversible par suite du choix des
n

coordonnées, et ¢ vérifie donc la condition de Carleson-Sjolin.

La condition de Carleson-Sj6lin étant une condition ouverte, on voit qu’il existe un voisinage
N de % pour la topologie C™ tel que si @ € N, 0 vérifie les hypothéses du corollaire 4.5.6. On
a ainsi montré le lemme 4.4.1.

4.6 Adaptations & apporter pour dim M = 2 et (4.5)

4.6.1 dimM =2

En regardant la démonstration dans le cas dimM > 3, on voit que le seul changement
interviendra dans la gestion du cas v = 0, et plus précisément au moment d’appliquer I’inégalité
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de Young généralisée, puisque c’est la seule partie de la démonstration o interviennent les
estimations pour des  inférieurs a 1/k. La majoration en |z| (»~2) est remplacée par une
majoration en |log(|z|)|, qui est plus forte. Le calcul de A,(hg) avec hg(z) = ¥(kz)|log(|z|)|

. _nt2
donne donc une borne meilleure que k™ »+1 :

n2
(log k)" k™ nt1.

4.6.2 Démonstration de (4.5)

Dans le cas de 'inégalité (4.5), il faut observer l'effet de la substitution de V, Fy a F}, dans la
démonstration. Pour v > 1, le changement est évident, puisque la différence entre les formules
(4.9) et (4.10) est un facteur k, que I’on retrouve entre les inégalités (4.4) et (4.5). Pour v =0,
calculons A, (hy) pour hy(z) = ¢ (kz)|z|~("; de maniére analogue & ce que I’on a fait au 4.3,
on se ramene au calcul suivant :

1 1 n?
sup(Amin (-, —5—)) %) = k7 = kR0,
A>0 k™ 7=t

On obtient ainsi une inégalité similaire & (4.12), avec un facteur k£ en plus dans le membre

de droite, que l'on retrouve dans (4.5).

4.7 Deémonstration de (4.2)

On va démontrer la variante du lemme 4.1.3 suivante :

Lemme 4.7.1. Soient P(z,D) et s(z,y) comme dans le lemme 4.1.3. Alors, pour tout n €
C§e(R™ x R™) supporté dans un voisinage suffisamment petit de (0,0), il existe une constante
C ne dépendant que de 1 et P telle que

< CEY £l 2 + Ck 2| f]| pee, (4.29)
Loc

/n(w,w —y) Fi(s(z,y)) f(y) dy

< Ok ™[]z + Ok || f |- (4.30)
LOO

/ n(@,2 — )V Fels(e9))f (4) dy

Les termes en || f||ze qui n’apparaissaient pas au lemme 4.1.3 proviennent du cas v = 0, en
suivant les notations introduites précédemment. En effet,

< IF e
LOO

< [ fllzee b1y

LOO

H [ e =1y

/hkec—y)dy‘

avec hy ayant des formes différentes selon les cas.
Pour (4.29), hy(z) = 9 (kz)|z| ("2, et on trouve

C/k
|Pkllzr < C/ |~ ("D dp < C/ rdr < C/K’.
B(0,C/k) 0

31



Pour (4.30), hg(z) = (kz)|z|~1) et on trouve

C/k
|| 1 g/ dr < CJk.
0

Le cas v > 1 donne les termes qui apparaissaient déja au lemme 4.1.3. En effet, le lemme
de Carleson-Sjélin appliqué avec p = 1 et ¢ = oo nous donne (pour la démonstration de (4.29)
et dans le cas dim M > 3) des inégalités de la forme :

< 02" [k)"TV2E gy, (4.31)
LOO

H/Lu(rv,y)f(y) dy

ol g = f(%x), donc ||g|lx = 277k||f]|l1- Or ||f]l1 < C||f]|2, car on est & support compact
(indépendant de k). On obtient donc un majorant de la forme k°)=1C(277k)Y/2||f||2. La

sommation des termes de la suite géométrique donne le résultat : Ellog(k)+2 (277k)'/2 &~ 1. Les
autres cas se traitent de la méme maniére.
A partir du lemme 4.7.1, on montre comme au 4.1 que

lullpo(sy < Ck7?||(P(z, D) = (k +i)*)ul| oo (By,)
+CE|u|| poo By
+CEC)T|(P(x, D) — (k +9)?)ull 2(p,,)
+COE Ju] | 2By,

En utilisant la compacité de M, on obtient pour k suffisamment grand :

lullpoary < Ck™2[|(P(z, D) — (k +1)?)ul| Lo (a1
+CE)L[(P(z, D) = (k + i))ul|2(ar)
+CE)||ul| L2 (ar)-

On a vu au 1.5 que pour k € [2™,2™ 1] ||xpfllr2 < C(2m)”(1/p_1/2)\|f|\,;p. Pour p=1et
par dualité, on obtient
[1xkfllzee < CE™2]|f][ 2

Or xx((P — (k +1)?)u) = (P — (k +14)?)xxu, dou
I(P = (k +)*)xpullpee < OK?(|(P = (k +1))ul| 2.
Donc, sachant que n/2 — 2 < a(c0) — 1,

Ixkullzeeary < CRHOITH|(P — (k +1)*)ull 12 + Ok |3 (P — (k +1)*)ul| 2
+Ck | xpul| 2
CkH|(P — (k +14)*)ul | g2 + Ok Ju| 2.

IN
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